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VORWORT

In dieser dritten Nachhilfestunde zu ganzrationalen Funktionen geht es um eine Funktionenschar.
Das sind Funktionen die denselben Bauplan und daher ganz ahnliche Eigenschaften aufweisen.

Ich zeige dir, wie man einige der Grundaufgaben dazu I6st.

L

Gegeben sei die Funkton f fir xe R und te R durch f (x)= = 2—tx2 :
K: sei das Schaubild der Funktion f;.

a) Bestimme die Nullstellen von f.

b) Welche Extrempunkte und welchen Wendepunkt. . ie Kur. R

c) Skizziere die Kurven K; und Ky 5 in ein gemeinsame:  oo1.  tensystem.

d) Die Hochpunkte der Kurvenschar lie ~uf einer so ge 'nntery ~kurve C.
Stelle die Gleichung von C auf. (Ery ‘. 1x3)

e) Welche der Scharkurven K- .cdurch ac “inkt A

Geht durch jeden Pur  .er x-y-Eber~ eine Ku,  ‘er Schar K;?

f) Wo schneiden sic.  <i beliebi-  .charkurven?

g) Die Gerade g: y = —%x Jerthrt eine @ _charkurven K; an der Stelle x = 9.
Farw oo e moglic,
h) 2 Gerade g, die Wer  'angente .on K; und die x-Achse begrenzen ein Dreieck.

Be  ne seinen Flache halt.

Wir losenw v diese Aufgalbe gemeinsom inv 13 Abschnittesv
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Gegeben ist die Funktion f; fir x e R, te R* durch f(x) = e dee.

18 2
Das Schaubild von t; sei K.

Zu jedem t stellt diese Gleichung eine Funktion dar. Daher nennt man f; auch eine Funktionenschar.

Kurvendiskussion fur f;

Wir bestimmen zuerst die Nullstellen von f; bzw. die Schnittpunkte des Graphen K; mit der x-Achse.
Da alle Punkte auf der x-Achse die y-Koordinate 0 haben, suchen wir also die Zahlen mit dem
Funktionswert 0.

Bedingung fiir Nullstellen: f(x)=0 < —%XS +%t){ﬁ J
Da jeder Summand des Funktionsterms x enthalt, kann man x aust nmern:

x*(~5x+3t)=0

Diese Gleichung enthalt links ein Nullprodukt.

Dazu muss man wissen, dass ein Produkt genau dann Nu  ¢rc ~ ~nnein. . . wird.

Es gibt in diesem Nullprodukt zwei Fakt ~-

1. Faktor: x* =0 L. “rtzu ppelten Nullstelle x,, =0
2. Faktor: (-» =0 = X=1t . X, =9t

Ergebnis: fi hat . die Nullste” 0 un Ot

Oder so: Kischy  ~tdiey .sein N;(0]N) und N,(9t]|0).

Dabei ist N, doppelte Nu”  .e) ein Berihrpunkt der x-Achse.

Nun eir  ste Aufgabe fn "

Berechne dr Ableitungen und daraus die Extrempunkte.

Mei  Lbdsung zeige ich dir im Abschnitt =
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Gegeben ist f.(x)= —%ﬁ ﬁt%tx2
1. Ableitung: f,'(x) = —%xz +1x
2. Ableitung: f,"(x) = —%x +t
3. Ableitung: f,"(x)= —% :

Mit der notwendigen Bedingung ft'(xE) =0 sucht man nach Punkten mit waagrechter Tangente:

—lx2+tx:0 | -6
6

—x?+6tx =0
x ausklammern: x(—x+6t)=0 (Nullprodukt)
1. Faktor: Xg =0
2. Faktor: (-x+6t)=0 = ., "t

Dazu gehoren diese y-Koordinaten:

f,(0)=0 (Dasw -die doppelte N. stelle:, d

f(6t)=———6-, £+ _ == 2t +180 =6t

Mit der hinreichenden Bedi© .ng untersucht man. *‘rt des Extremwerts:

Uberpriifung der~  »ichende B-  gung: (Beach.  dasst > 0 sein soll!)

f,"(0)=t>0 d. h. ,V) istein Tie  .akt.
f, "(6+‘ : —2t+1t- = |f— )<0] dh. H(6t|6t3) ist ein Hochpunkt.

Nun bist du wieder dran.

B timme den Wendepunkt von K;.

= [3]
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—ix+t=0 =

Mit der notwendigen Bedingung f, "(xW) =0 sucht man nach Wendepunkten:

Mit der hinreichenden Bedingung bestatigt man, dass eine Wendestelle vorliegt:

f"(3t) =0

Wir brauchen noch die y-Koordinate des Wendepunkis:

Wenn f "(x,,)=0 und f,"(x,, )= 0 ist, dann liegt bei x, ein Wendepunkt.

f,(3t) = o drer = 3p . 3.
18 2 2 2
Ergebnis: K hat den Wendepunkt W, (3t|3t°)
Nun wollen wir eine Skizze von zwei dieser ‘kurve 2kommer
Dazu stellt man die schon bekannten Ergebnisse zusamm
Allgemein Firt=1 Fur t=0,5
I
1 s 1 1 1
f(x)=——x> X° f -—X = f.(x)=—x>+—x2
()=, T M e T
1. Nullstelle: N ,0) N, 9) N,(01]0)
2. Nullstelle: (9t]0) N,(9]v) N,(4,5]0)
Tiefpunkt: N, ,010) N,(0]0)
Hochpunkt- '(6t| 6t H(66) H(3]2)
Wene'  .nkt: W, 13t%) | W(3]3) W(2|2)
Fertige .1 bitte eine Skizze fir die Kurven K;und Kgs an.
‘are - st fir jede Kurve Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

= [4]

Friedrich Buckel
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Hier die beiden Scharkurven:
1

Ki: y=f1(x)=—%x3+3x2 und  Kos: y =5 (X) = ——=x° +—x

(TT] 1T

N

Man beobachtet, dass die Lage der Extrem- und Wendepu te . t+Wert ae: . <...nuon / Kurve
abhangt. Ich zeige in der nachsten Abbildung die Kurven flr = {O,\ 625;0,75;0,875;10; 1,125} .

Die t-Nummern der Kurven stehen dabei.

Aullerdem ist eine Kurve C (schwarz, gestnn =~ ") vo den, di. 'urch alle Hochpunkte der

6 eingezeichneten Scharkurven o Man neni.  ~die Ui ~ 1er Hochpunkte.

Kannst du beweiser .ss die Or" <urve C ~ Gleichung Yy =%X3 hat?

Erinnerst du dich: Die b unktes  H/(6t|6t') =

e
<o
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-.H
—
M
w

i
)
v
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T
|
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Auf welcher Kurve C liegen alle Hochpunkte H, (6t | 6’[3) mit t >0 der Kurvenschar?

Fir Punkte, bei denen der Parameter t in beiden Koordinaten steht, nimm folgende Methode:

Es ist X, = 6t Also folgt  t=1x,

Ersetzt mantin  y, =6t°, erhélt man Yy =6-(1x, )3
1.3

Oder besser so: Yy = PYR

Das bedeutet, dass H; auf der Kurve C: y= %xs liegt.

Dazu gehort aber noch die flr die Kurvenschar gemachte Eins unkung t > u

Zum Thema Ortskurven gibt es einen speziellen Tevt auf der  the-CD.
Er trégt die Nummer 42060.

Man merkt sich diese Methode zur ‘urven-Bestir. ‘ung \v icht so:

Hangen beide Koordinaten eirer Punn ~ arve.  “~rame - ab, dann erhalt man die

Ortskurve, indem mander  .ameter aus  1en Kou. eliminiert.

Die nachste Frage zu. g’ .ien Kurver <har.

Welc* “ geht ~hder .nktA(3]4)?
7T . Wenneineein. e Kurve « Schar gesucht ist, dann ist der Parameter t gesucht!
Bes.  eihn bitte! = @

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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. . . 1 5, 1.,
@ Die gegebene Funktionenschar ist f.(x)= — +Etx :
Die Graphen dieser Funktionen bilden die Kurvenschar K;: y= —%ﬁ +%tx

Eine Kurve davon geht durch A(3]4).

Also liefert die Punktprobe mit A eine wahre Aussage:

d. h. man setzt A ein (x = 3 und y = 4) und bestimmt t: 4= —E-33 +§t-32
Umstellen: 4= —Z+lt-9
18 2
4:—§+gt = gt:ﬂ = t=E
2 2 2
Nun eine schwierige Denkfrage:
Geht durch jeden Punktde - ~agenau. ‘e Kurv. _r Schar K;?

7]
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Man wendet dasselbe Verfahren an, wie beim Punkt A.
Nur, dass jetzt ein beliebiger Punkt P, (x1 [ y1) der Ebene fir die Punktprobe genommen wird:

Wir suchen die durch P, gehende Kurve, also t:

Umstellen nach t: Y, +ix13 :ltx12
18 2
Seiten vertauschen: ltx12 =y, +fo | -2
2 18
1 *
tx? = 2y, +3x13 *

Nun muss man durch x12 dividieren.

Da man nicht durch 0O dividieren kann, wahle ich eine F¢ interscheidung:

1. Fall: Es sei x, # 0, dann kann man durct. “vidiere,
2
t= y; +1X1
X~ 9
Die rechte Seite ist eindeutig berechenbe. 1. h. . h alle Punkte, die nicht
auf der y-Achse liege: ‘ nau eine KL 2 Kidie  Schar.
2. Fall: Essei x,=0,7 ‘nsetzt, dasn.,
Es folgt t-0=2y, +3’
bzw 2y, (**)
Dasiste. - . Aussage, wr y; tatsachlich null ist, also fiir P,(0]0).
‘ain (**). tmehrs”  istjedes t eine Losung der Gleichung (**).

Interpretation. Durch . rsprung P, (0 0) geht jede Scharkurve

'nd durch alle anderen Punkte der y-Achse, also P,(0]y, = 0)
zht keine der Scharkurven, weil fur sie (**) falsch ist.

Man kann . A~ _k der unteren Abbildung in Abschnitt |4| vermuten, dass sich zwei

verschiedene Kk..ven der Schar immer nur im Ursprung schneiden.
Zum Beweis wahlt man zwei verschiedene Kurven

Ki: y= _Lx3 +lt1x2 und Ko y= —ix3 +lt2X

mit t, = t,
18 2 18 2

und berechnet deren gemeinsame Punkte.

Schaffst du das? -~ 9]

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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9]

Schnitt zweier verschiedener Scharkurven:

1 1
Es sei: Ki: =——xX3+—tx?
“ TR

und Ka: y= e +lt2x2 mit t, = t,

18 2
. : 1.4 1, ., 1.4 1, ,
Schnittgleichung: - 8x +Et1x = - 8x +Et2x | -2
tx? = t,x

1 =
Jetzt nicht durch x? dividieren sondern:
Alles nach links: tx?-t,x* =0

x* ausklammern: (t,—t,)x* =0

Dieses Nullprodukt muss man nun interpretieren.

Da t, # t, vorausgesetzt war, kann die Klammer . "ull werc
Also folgt zwangslaufig: x> =0. “
Das heillt: 1. x = 0 ist eine dopr 'te Lésung der « 1nittg, ‘Ing.
Dort bertihren s 's. Scharkun .
2. Dain (**** ~eintme  ‘*eht, . ~e, ssage fur alle Scharkurven Ky
Ergebnis: Alle Schar'  en beriihren sich,  'rsprung.

Ande  _chnittpunktr  cier Scharku.  gibt es nicht.

Eii.e Zusatzaufgabe:

Die Gera. y = —%x +- berlihrt eine der Scharkurven K; an der Stelle x = 9.

Fir welchest. 3s moglic’

= [11
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g: y=-=x+=S- beriihrt K; beix =9.

2

Da der Berthrpunkt B auch auf g liegt, kann man aus der Gleichung von g seine y-Koordinate
berechnen:

-9+21=0

N|©
N|§

Yg =~

Also ist B(9 | O). Durch diesen Punkt geht (wie gezeigt) nur eine der Kurven Ky

Punktprobe mit B liefert: @:-%@ﬂ%t-@z | 9
0:—i~9+lt = [t=1
1872

Ergebnis: g berihrt also K in B.

Wir bleiben bei K.

Die Wendetangente, g und die x-Achse begrenzen ein Dr.  cxn

Welchen Inhalt hat dieses Dreieck?

Beginne damit, die Gleichv  .er

Wendetangente ty aufz len.

= [13]
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12

Es geht um die Kurve K, bzw. die Funktion f,(x) = —%xs +%x2
Wir kennen bereits den Wendepunkt: W, (3’[ | 3t3)
Firt=1istdas W, (3]3).

Die Tangentensteigung berechnet man mit  f,'(x)=-1x*+x:

My =F'(8) =3 +3-3-3 -

Njw

Zur Aufstellung einer Geradengleichung verwendet man die Punkt-Steigungs-Form:

Y=Y =My (X=X, ), also: y-3=%(x-3) =
Nun berechnen wir die Eckpunkte des Dreiecks:

Schnittpunkt der Wendetangente mit der x-Achse: @:%x- = Xo=1 = Q( )

Schnittpunkt der Wendetangente mit g: 2x- 2x+%5 > bxg =42 Xg =7
mit ys=2-[7]-2=9 = §(7]9).

Der Schnittpunkt von g mit der x-Ac* ~a war B(910). /

Das Dreieck QBS hat also

die Grundseite ~ QB=9 -8 (LE) Q B
die Hohe h- =9 (LE)
und den Inhalt: =1.8.9=" _E)

NDamite. *ur < heutige Nachhilfestunde!
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